
Hodge star の
いりぐち

入口

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、Hodge star を
ないせき

内積と
む

向き
づ

付けに
いぞん

依存して、
けいしき

形式を
ほじげん

補次元の
けいしき

形式へ
たいおう

対応させる
そうさ

操作と

して
どうにゅう

導入することである。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

Hodge star
Hodge star

 は、𝑛 
じげん

次元の
ないせきくうかん

内積空間で、𝑘 
けいしき

形式を 𝑛 − 𝑘 
けいしき

形式へ
おく

送る
せんけいしゃぞう

線形写像である。

3 
ほうしん

方針

Hodge star は、
びぶんけいしき

微分形式の
げんご

言語をベクトル
かいせき

解析の grad・curl・div と
せつぞく

接続する。
がいびぶん

外微分だけでは
じげん

次元が 1 つ

あ

上がるが、Hodge star を
く

組み
あ

合わせると
ほじげん

補次元の
りょう

量 へ
いこう

移行できる。

4 
だいひょうれい

代表例

ℝ3 の
ひょうじゅんないせき

標準内積 と
ひょうじゅんむ

標準向きで、

*𝑑𝑥 = 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧

である。これは 𝑥 
ほうこう

方向と
すいちょく

垂直な
めんようそ

面要素へ
たいおう

対応する。

5 
けいさんひょう

計算表

ℝ2 の
ひょうじゅんないせき

標準内積 と
ひょうじゅんむ

標準向きでは、

*1 = 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦, *𝑑𝑥 = 𝑑𝑦, *𝑑𝑦 = −𝑑𝑥, *(𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦) = 1

である。ℝ3 では、*𝑑𝑥 = 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧、*(𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦) = 𝑑𝑧 のように
ほじげん

補次元の
けいしき

形式へ
たいおう

対応する。

ℝ3 の
ひょうじゅん

標準 の
けいさんひょう

計算表は
つぎ

次の
とお

通りである。
けいしき

形式 Hodge star

1 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧

𝑑𝑥 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧

𝑑𝑦 𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑥

𝑑𝑧 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦

𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 𝑑𝑧

𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 𝑑𝑥

𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 1
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6 
けいりょう

計量が
ひつよう

必要な
りゆう

理由

Hodge star は
すいちょく

垂直や
なが

長さの
じょうほう

情報を
しよう

使用する。そのため
ないせき

内積なしには
ていぎ

定義できない。また
む

向き
づ

付けを
はんてん

反転す

ると、
たいせきけいしき

体積形式の
ふごう

符号が
へんか

変化し、Hodge star の
ふごう

符号も
えいきょう

影響を
う

受ける。
れい

例として、𝑑𝑥 に
たいおう

対応する
ほじげん

補次元の
めん

面は 𝑦, 𝑧 
ほうこう

方向の
めん

面である。ただし「
すいちょく

垂直」や「
たんいめんせき

単位面積」を
はんだん

判断するに

は
ないせき

内積が
ひつよう

必要である。
む

向きを
はんてん

反転すると
たいせきけいしき

体積形式が −𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 になるため、Hodge star の
ふごう

符号も
へんか

変化

する。

7 grad・curl・div との
かんけい

関係

3 
じげん

次元では、
がいびぶん

外微分 𝑑 と Hodge star * を
く

組み
あ

合わせることで、gradient、curl、divergence の
たいおう

対応を
きじゅつ

記述で

きる。たとえば divergence は、1 
けいしき

形式に
たいおう

対応する
ば

場へ *𝑑* を
さよう

作用させる
こうぞう

構造として
りかい

理解できる。

ベクトル
ば

場 𝑭 = (𝑃 ,𝑄,𝑅) に
たいおう

対応する 1 
けいしき

形式を 𝛼 = 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧 とする。このとき 𝑑𝛼 は curl に
たいおう

対応

し、*𝑑𝛼 は curl を 1 
けいしき

形式として
もど

戻す。また

𝑑(*𝛼) = (𝑃𝑥 +𝑄𝑦 +𝑅𝑧) 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧

であり、*𝑑(*𝛼) = 𝑃𝑥 +𝑄𝑦 +𝑅𝑧 が divergence に
たいおう

対応する。

8 
はんれい

反例または
げんかい

限界

がいびぶん

外微分 𝑑 は
ざひょうへんかん

座標変換と
しぜん

自然に
りょうりつ

両立するが、Hodge star は
けいりょう

計量を
へんこう

変更すると
へんか

変化する。
おな

同じ
けいしき

形式であって

も、Euclidean 
けいりょう

計量と
ま

曲がった
けいりょう

計量では Hodge star の
けっか

結果が
いっち

一致しない。
けいしき

形式の
だいすう

代数だけではなく、
きか

幾何

の
じょうほう

情報を
しよう

使用する
そうさ

操作である。

9 どこまで
な

成り
た

立つか

Hodge star は
ないせき

内積と
む

向き
づ

付けを
ひつよう

必要とする。
がいびぶん

外微分とは
こと

異なり、
じゅんすい

純粋に
いそうてき

位相的な
そうさ

操作ではない。

10 
かんれん

関連リンク

→ 講義 一般 Stokes 定理とベクトル解析辞書 lecture math exterior-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/exterior-algebra/一般 Stokes 定理とベクトル解析辞書-講義/
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